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广义相对论 (2024秋)
习题解答

2024年 12月 31日

Exercise 1 :
证明：设 Aµ(x)和 Bµ(x)是两个光滑逆变矢量场,证明其对易子:

[A,B]µ ≡ Aν∂νB
µ − Bν∂νA

µ

也是一个逆变矢量场.

证明. 由于

[A′, B′]µ = A′ν∂′νB
′µ − B′ν∂′νA

′µ

=
∂x′ν

∂xρ
Aρ ∂x

σ

∂x′ν
∂σ

(
∂x′µ

∂xτ
Bτ

)
− ∂x′ν

∂xρ
Bρ ∂x

σ

∂x′ν
∂σ

(
∂x′µ

∂xτ
Aτ

)
= Aρδσρ∂σ

(
∂x′µ

∂xτ
Bτ

)
− Bρδσρ∂σ

(
∂x′µ

∂xτ
Aτ

)
= Aσ∂σ

(
∂x′µ

∂xτ
Bτ

)
− Bσ∂σ

(
∂x′µ

∂xτ
Aτ

)
=
∂x′µ

∂xτ
(Aσ∂σB

τ − Bσ∂σA
τ ) + Aσ(∂σ∂τx

′µ)Bτ − Bσ(∂τ∂σx
′µ)Aτ︸ ︷︷ ︸

=2∂(σ∂τ)x
′µA[σBτ ]=0

=
∂x′µ

∂xτ
(Aσ∂σB

τ − Bσ∂σA
τ ) =

∂x′µ

∂xτ
[A,B]τ ,

(1)

所以 [A,B]µ ≡ Aν∂νB
µ − Bν∂νA

µ也是一个逆变矢量场.

Exercise 2 :
(a)令 Sµν = V µV ν ,对 ∀矢量场 V µ,证明：S(µν) = Sµν；

(b)证明 Tµν = T[µν]的充要条件是：TµνV µV ν = 0对 ∀矢量 V µ都成立.

证明.

对 (a)

S(µν) =
1

2
(Sµν + Sνµ) =

1

2
(V µV ν + V νV µ) =

1

2
(V µV ν + V µV ν) = V µV ν = Sµν . (2)

对 (b),充分性:
因为 ∀V µ, V ν 有

0 = TµνV
µV ν = TνµV

νV µ = TνµV
µV ν ⇒ (Tµν + Tνµ)V

µV ν = 0, (3)
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所以 Tµν + Tνµ = 0,从而有

T[µν] =
1

2
(Tµν − Tνµ) =

1

2
· 2Tµν = Tµν . (4)

必要性:

TµνV
µV ν = T[µν]V

(µV ν) = 0. (5)

Exercise 3 :
设 C(t)是曲线,xµ(t)是其在某坐标下的参数式,p = C(t1), q = C(t2),则从 p到 q的线

长为：

l =

∫ t2

t1

√
gµν

dxµ

dt

dxν

dt
dt

请给出极值曲线所满足的方程.（注：此处取类空曲线）

证明. 设 C ′(t)是与 C(t)无限靠近、起点与终点重合的一条类空曲线,其参数式为 x′µ(t),满
足 x

′µ(t1) = xµ(t1)

x′µ(t2) = xµ(t2)
(6)

而且 xµ(t)的变分 δxµ(t) = x′µ(t)− xµ(t)要多小有多小.于是就有

δgµν = gµν [x
σ(t) + δxσ(t)]− gµν [x

σ(t)] =
∂gµν
∂xσ

δxσ(t). (7)

由于求导和变分符号可交换,所以有

δ (ẋµ) =
d(δxµ)
dt . (8)

对线长 l左右两边取变分,有

δl =
1

2

∫ t2

t1

(
gµν

dxµ
dt

dxν
dt

)−1/2

δ

[
gµν

dxµ
dt

dxν
dt

]
dt, (9)

考虑到

δ

[
gµν

dxµ
dt

dxν
dt

]
= δgµν

dxµ
dt

dxν
dt + gµνδ

(
dxµ
dt

)
dxν
dt + gµν

dxµ
dt δ

(
dxν
dt

)
(8),(9)
=====

∂gµν
∂xσ

δxσ
dxµ
dt

dxν
dt + gµν

d
dt (δx

µ)
dxν
dt + gµν

dxµ
dt

d
dt(δx

ν)

=
∂gµν
∂xσ

δxσ
dxµ
dt

dxν
dt + gµν

d
dt (δx

µ)
dxν
dt + gνµ

dxν
dt

d
dt(δx

µ)

gµν=gνµ
=======

∂gµν
∂xσ

δxσ
dxµ
dt

dxν
dt + 2gµν

d
dt (δx

µ)
dxν
dt ,

(10)

2
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于是就有

δl =
1

2

∫ t2

t1

(
gµν

dxµ
dt

dxν
dt

)−1/2

δ

[
gµν

dxµ
dt

dxν
dt

]
dt

=
1

2

∫ t2

t1

(
gµν

dxµ
dt

dxν
dt

)−1/2 [
∂gµν
∂xσ

δxσ
dxµ
dt

dxν
dt + 2gµν

d
dt (δx

µ)
dxν
dt

]
dt

=

∫ t2

t1

(
gµν

dxµ
dt

dxν
dt

)−1/2 [
1

2

∂gµν
∂xσ

δxσ
dxµ
dt

dxν
dt + gµν

d
dt (δx

µ)
dxν
dt

]
dt

=

∫ t2

t1

(
gµν

dxµ
dt

dxν
dt

)−1/2 [
1

2

∂gµν
∂xσ

δxσ
dxµ
dt

dxν
dt +

d
dt

(
gµν

dxν
dt δx

µ

)
− d

dt

(
gµν

dxν
dt

)
δxµ
]
dt.

(11)

对于非类光曲线,总可以选取参数使得线长归一,即 gµν
dxµ
dt

dxν
dt = 1,于是就有

δl =

∫ t2

t1

[
1

2

∂gµν
∂xσ

δxσ
dxµ
dt

dxν
dt − d

dt

(
gµν

dxν
dt

)
δxµ
]
dt+ gµν

dxν
dt δx

µ

∣∣∣∣t2
t1

δxµ|C(t1)
=0

=========
δxµ|C(t2)

=0

∫ t2

t1

[
1

2

∂gµν
∂xσ

δxσ
dxµ
dt

dxν
dt − d

dt

(
gµν

dxν
dt

)
δxµ
]
dt

=

∫ t2

t1

[
1

2

∂gµν
∂xσ

dxµ
dt

dxν
dt − d

dt

(
gσν

dxν
dt

)]
δxσdt

(12)

上式为零必然导致

1

2

∂gµν
∂xσ

dxµ
dt

dxν
dt − d

dt

(
gσν

dxν
dt

)
=

1

2

∂gµν
∂xσ

dxµ
dt

dxν
dt − gσν

d2xν
dt2 − ∂gσν

∂xµ
dxµ
dt

dxν
dt = 0, (13)

式 13两边同乘 gρσ 得到

− gρσgσν
d2xν
dt2 +

1

2
gρσ
[
∂gµν
∂xσ

− 2
∂gσν
∂xµ

]
dxµ
dt

dxν
dt

= −d2xρ
dt2 +

1

2
gρσ (gµν,σ − gσν,µ − gµσ,ν)

dxµ
dt

dxν
dt

= −d2xρ
dt2 − Γρ

µν
dxµ
dt

dxν
dt = 0,

(14)

即

d2xρ
dt2 + Γρ

µν
dxµ
dt

dxν
dt = 0, (15)

这说明极值曲线满足测地线方程.
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Exercise 4 :
二维欧氏空间的度规为：ds2 = dx2 + dy2,设 f(x, y)为其上的标量场,

请计算：d ∗df . (其中 d代表外微分,*为 Hodge start)
解: 对于标量场 f ,有

df =
∂f

∂x
dx+ ∂f

∂y
dy, (16)

利用 ∗dx = dy和 ∗dy = −dx可以得到

∗df =
∂f

∂x
(∗dx) + ∂f

∂y
(∗dy) = ∂f

∂x
dy − ∂f

∂y
dx, (17)

从而有

d∗df = d
(
∂f

∂x
dy − ∂f

∂y
dx
)

= d
(
∂f

∂x

)
∧ dy − d

(
∂f

∂y

)
∧ dx

=

(
∂2f

∂x2
dx+ ∂2f

∂x∂y
dy
)
∧ dy −

(
∂2f

∂y2
dy + ∂2f

∂y∂x
dx
)
∧ dx

=
∂2f

∂x2
dx ∧ dy − ∂2f

∂y2
dy ∧ dx

=

(
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

)
dx ∧ dy,

(18)

上面用到了 d2 = 0以及 dy ∧ dx = −dx ∧ dy.

Exercise 5 :
对于 1-形式场 ωa,请通过计算验证：(L为李导数)

Lv ◦ d = d ◦ Lv

解: 由于

dω(v) = d(ωµv
µ) = ∂νωµv

µdxν + ωµ∂νv
µdxν = (∂νωµv

µ + ωµ∂νv
µ)dxν , (19)

(dω)v = (∂µων − ∂νωµ)v
µdxν = (∂µωνv

µ − ∂νωµv
µ)vµdxν , (20)

从而有

dω(v) + (dω)v = (vµ∂µων + ωµ∂νv
µ)dxν = Lωνdxν = Lν(ωνdxν) = Lνω. (21)

令 iv 为矢量场 v与 1形式 ω之间的内积,于是就有
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d ◦ iv + iv ◦ d = Lv, (22)

利用 d ◦ d = 0有

d ◦ Lv = d ◦ iv ◦ d = Lv ◦ d. (23)

Exercise 6 :
根据联络系数：

Γ̃τ
lk(x) =

∂x̃τ

∂xρ

∂xµ

∂x̃l

∂xσ

∂x̃k
Γρ

µσ(x) +
∂x̃τ

∂xρ

∂2x̃ρ

∂x̃l∂x̃k

在不同坐标系的变换关系,证明对 ∀协变适量场 Bµ,

∇λBµ ≡ ∂λBµ − Γσ
µλBσ

是 (0, 2)型张量.

证明. 由于

∇′
λB

′
µ = ∂′λB

′
µ − Γ′ν

µνB
′
ν

=

(
∂xρ

∂x′λ

)
∂ρ

(
∂xτ

∂x′µ
Bτ

)
−
(
∂x′ν

∂xσ
∂xξ

∂x′µ
∂xη

∂x′λ
Γσ
ξη +

∂x′ν

∂xσ
∂2xσ

∂x′µ∂x′λ

)(
∂xα

∂x′ν
Bα

)
=
∂xρ

∂x′λ
∂2xτ

∂x′µ∂xρ
Bτ +

∂xρ

∂x′λ
∂xτ

∂x′µ
∂Bτ

∂xρ
−
(
∂xξ

∂x′µ
∂xη

∂x′λ
Γα
ξη +

∂2xα

∂x′µ∂x′λ

)
Bα

=
∂2xτ

∂x′µ∂x′λ
Bτ −

∂2xα

∂x′µ∂x′λ
Bα +

∂xρ

∂x′λ
∂xτ

∂x′µ
∂Bτ

∂xρ
− ∂xξ

∂x′µ
∂xη

∂x′λ
Γα
ξηBα

=
∂xρ

∂x′λ
∂xτ

∂x′µ
[
Bτ,ρ − Γα

τρBα

]
=
∂xρ

∂x′λ
∂xτ

∂x′µ
∇τBρ,

(24)

所以 ∇λBµ是 (0, 2)型张量.

Exercise 7 :
(a)设 γ(t)为测地线,切矢为 ta.证明其重参数化 γ̃(t̃)的切矢 t̃a满足

t̃b∇bt̃
a = αt̃a

(其中 α为 γ(t)上的某函数)

(b)证明（非类光）测地线的线长参数必为仿射参数.

5
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证明. a: 由于

ta =

(
∂

∂t

)a

=

(
∂

∂t̃

)a dt̃
dt = t̃a

dt̃
dt , (25)

所以有

0 = tb∇bt
a = t̃b

dt̃
dt∇b

(
t̃a
dt̃
dt

)
= t̃b

(
dt̃
dt

)2

∇bt̃
a + t̃b

dt̃
dt t̃

a∇b

(
dt̃
dt

)
A

, (26)

其中,利用 va∇af = v(f)可得

A = t̃a
dt̃
dt t̃

b∇b

(
dt̃
dt

)
= t̃a

dt̃
dt t̃

b

(
dt̃
dt

)
= t̃a

dt̃
dt
∂

∂t̃

(
dt̃
dt

)
= t̃a

d2t̃
dt2 . (27)

从而

t̃b
(
dt̃
dt

)2

∇bt̃
a + t̃a

d2t̃
dt2 ⇒ t̃b∇bt̃

a = −t̃ad
2t̃

dt2

(
dt
dt̃

)2

= αt̃a. (28)

b: 设 γ(t)是以仿射参数 t为参数的测地线,沿着 γ(t)的切矢为 T a(t) ≡ T a(γ(t)),则有
T c∇cT

a = 0以及 T 2 = T aT bgab.又由于 gab与 ∇a适配,即 ∇agbc = 0,于是就有

T c∇cT
2 = T c∇c(T

aT bgab)(T
c∇cT

a)T bgab + T a(T c∇cT
b)gab + T aT b(T c∇cgab) = 0, (29)

这表明以仿射参数为参数的测地线切矢长度沿线为常数,即 |T | = C .于是就有测地线线长 l

为

l =

∫ t

t0

|T (t′)|dt′ = C(t− t0), (30)

可知这一条测地线也可以用重参数化后的 γ′(l)描述,其中 l为线长参数.根据定理 3-3-31,
当 l = at+ b(a, b为常数,且 a ̸= 0)时,l也是 γ′(l)的仿射参数.

Exercise 8 :
对于无挠时空,请证明：

(a)Rµνλρ = −Rνµλρ

(b)Rν
[µκλ] = 0

(c)∇µ∇κξλ = Rν
µκλξν ,其中 ξν 为 killing矢量场.

1梁灿彬,周彬.微分几何入门与广义相对论 (上册). 科学出版社, 2009.第 69-70页.
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证明. a: 在联络系数各个分量都为零的局部惯性系中,有

Rνµκλ = Rρ
µκλgρν = gρν(∂κΓ

ρ
µλ + Γρ

σκΓ
σ
µκ − Γρ

σλΓ
σ
µκ − ∂λΓ

ρ
µκ)

= gρν(∂κΓ
ρ
µλ − ∂λΓ

ρ
µκ)

=
1

2
gρν∂k [g

σρ(gσµ,λ + gσλ,µ − gµλ,σ)]−
1

2
gρν∂λ [g

σρ(gσµ,κ + gσκ,µ − gµκ,σ)]

=
1

2
gρνg

σρ(gσµ,λκ + gσµ,λκ − gµλ,σκ)−
1

2
gρνg

σρ(gσµ,κλ + gσκ,µλ − gµκ,σλ)

=
1

2
(gνλ,µκ + gµκ,νλ − gµλ,νκ − gνκ,µλ),

(31)

从而有

Rµνκλ =
1

2
(gµλ,νκ + gνκ,µλ − gνλ,µκ − gµκ,νλ), (32)

所以有 Rµνκλ = −Rνµκλ.

b: 在联络系数各个分量全部为 0的局部惯性系,有

Rν
µκλ = Γν

µλ,κ − Γν
µκ,λ = 2Γν

µ[λ,κ], (33)

从而

Rν
(µκλ) = 2Γν

(µ[λ,κ]) = 0. (34)

c: 由黎曼曲率的定义2与 killing方程 ∇λξµ +∇µξλ = 0可得

Rν
µκλξν = (∇λ∇κ −∇κ∇λ)ξµ = −∇λ∇µξκ −∇κ∇λξµ, (35)

分别作两次轮换 µ→ κ→ λ→ µ,得到

Rν
κλµξν = −∇µ∇κξλ −∇λ∇µξκ, (36)

和

Rν
λµκξν = −∇κ∇λξµ −∇µ∇κξλ. (37)

式 35-式 36-式 37,有

2∇µ∇kξλ = (Rν
µκλ −Rν

κλµ −Rν
λµκ)ξν = 2Rν

µκλξν ⇒ ∇µ∇kξλ = Rν
µκλξν , (38)

2黄超光.广义相对论讲义. 科学出版社,2023.第 97页.
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这里用到了 b中的结论,

Rν
[µκλ] = 0 ⇐⇒ Rν

µκλ +Rν
κλµ +Rν

λµκ = 0. (39)

Exercise 9 :
二维球面度规为：ds2 = dθ2 + sin2(θ)dϕ2,请计算这个度规的克氏符 Γρ

µν；黎曼曲率张

量 Rµ
νλρ；里奇张量 Rµν 和曲率标量 R.
解: 克氏符:度规非零分量仅有 gθθ = 1, gϕϕ = sin2 θ,且有 gθθ = 1, gϕϕ = sin−2 θ.根据

Γρ
µν =

1

2
gρσ(gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ), (40)

可得到非零克氏符仅有 Γθ
ϕϕ = − sin θ cos θ,Γϕ

θϕ = Γϕ
ϕθ = cot θ.

黎曼曲率:根据

Rν
µκλ = Γν

µλ,κ − Γν
µκ,λ + Γν

σκΓ
σ
µλ − Γν

σλΓ
σ
µκ, (41)

得非零的黎曼曲率为 Rθ
ϕθϕ = sin2 θ = −Rθ

ϕϕθ, R
ϕ
θθϕ = −1 = −Rϕ

θϕθ.

里奇张量:根据 Rµλ = Rν
µνλ得到 Rϕϕ = sin2 θ,Rθθ = 1.

曲率标量:根据 R = gµλRµλ得到 R = 2.

Exercise 10 :
对于二维闵氏时空：ds2 = −dt2 + dx2,给出所有独立的 Killing矢量场.
解:二维闵氏度规为

(ηµν) =

(
−1 0

0 1

)
⇒


∂ηµν
∂t

= 0,

∂ηµν
∂x

= 0,

(42)

于是两个显然的 killing矢量为 ξa1 =

(
∂

∂t

)a

, ξa2 =

(
∂

∂x

)a

.第三个 killing矢量的求解有下面

两种办法:
利用 killing方程
由于二维闵氏空间不存在非零的克氏符,所以有

ξt;t = 0,

ξt;x + ξx;t = 0

ξx;x = 0

⇒


ξt,t = ηttξ

t
,t = 0,

ξt,x + ξx;t = ηttξ
t
,x + ηxxξ

x
,t = 0

ξx,x = ηxxξ
x
,x = 0

(43)

8
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即 

∂ξt

∂t
= 0

−∂ξ
t

∂x
+
∂ξx

∂t
= 0

∂ξx

∂x
= 0

⇒

 ξt = bx+ at

ξx = bt+ ax
(44)

其中 b, at, ax为三个积分常数,给出三个线性独立的解为 (1, 0), (0, 1), (x, t).显然前两个对应

于 killing矢量 ξa1 , ξ
a
2 ,第三个对应于 killing矢量 ξa3 = x

(
∂

∂t

)a

+ t

(
∂

∂x

)a

.

利用坐标变换

定义新坐标如下所示 x = ψ cosh η

t = ψ sinh η
(45)

其中 0 < ψ <∞,−∞ < η <∞.于是二维闵氏线元可以改写为

ds2 = dψ2 − ψ2dη2, (46)

可见线元表达式中不含 η,则
(
∂

∂η

)a

= t

(
∂

∂x

)a

+ x

(
∂

∂t

)a

即为待求的 killing矢量.

Exercise 11 :
在坐标变换 xµ → x′µ = xµ + εµ(x)和弱场近似下

gµν(x) = ηµν + hµν(x), |hµν | ≪ 1, |∂ρ · · · ∂σhµν | ≪ 1,

求

(a)h′µν(x′)和 hµν(x)的变换关系.
(b)写出黎曼张量 Rµνρσ(x)与 hµν(x)的关系式.
(c)证明 R′

µνρσ(x
′) = Rµνρσ(x).

(d)写出在 ∂µhµν = 0的规范下 hµν 满足的运动方程.

解:(a)由于 xµ′ = xµ + εµ(xν),所以

Λµ′
ν =

∂xµ′

∂xν
= δµν + εµν ⇒ Λν

µ′ = (Λµ′
ν)

−1 = (δµν + εµν)
−1 = δµν − εµν , (47)

9
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从而

gµ′ν′ = Λµ
µ′Λ

ν
ν′gµν

= (1− εµ,µ)(1− εν ,ν)(ηµν + hµν)

≈ ηµν + hµν − εµ,ν − εν, µ.

(48)

又因为 gµ′ν′ = ηµ′ν′ + hµ′ν′ = ηµν + h′µν ,所以有

h′µν = hµν − εµ,ν − εν,µ. (49)

(b):因为

Rσ
βµν = ∂µΓ

σ
βν − ∂νΓ

σ
βµ + Γσ

λµΓ
λ
βν − Γσ

λνΓ
λ
βµ

≈ ∂µΓ
σ
βν − ∂νΓ

σ
βµ

=
1

2
gστ [∂µ(gτβ,ν) + gτν,β − gβν,τ − ∂ν(gτβ,µ + gτµ,β − gβµ,τ )]

≈ 1

2
ηστ (hτβ,νµ + hτν,βµ − hβµ,τν − hτβ,µν − hτµ,βν + hβµ,τν)

=
1

2
ηστ (+hτν,βµ − hβµ,τν − hτµ,βν + hβµ,τν),

(50)

所以

Rαβµν = gασR
σ
βµν

≈ 1

2
ηαση

στ (+hτν,βµ − hβµ,τν − hτµ,βν + hβµ,τν)

=
1

2
(hαν,βµ + hβµ,αν − hβν,αµ − hαµ,βν).

(51)

(c):由于 h′µν = hµν − εµ,ν − εν,µ,而 |∂ρ · · · ∂σεnν | ≪ 1,所以

h′αν,βµ = hαν,βµ,

h′βµ,αν = hβµ,αν ,

h′βν,αµ = hβν,αµ,

h′αµ,βν =αµ,βν

⇒ R′
αβµν = Rαβµν . (52)

(d):由于

Rµν ≈ ∂λΓ
λ
µν − ∂νΓ

λ
µν

≈ 1

2
ηλτ (hτν,µλ + hµλ,τν − hµν,τλ − hτλ,µν)

=
1

2
(ηλτhτν,µλ + ηλτhµλ,τν −□hµν − ηλτhτλ,µν)

=
1

2
(hν

λ
,λµ + hµ

λ
,λν −□hµν − h,µν),

(53)
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或者写为

Rαβ =
1

2
(hβµ,α

µ + hαµ,β
µ − hαβ − hαβ,µ

µ) , (54)

于是里奇标量为

R ≈ ηµν
1

2

(
hνσ,µ

f + hµσ,v′ − hµν − hµν,σ

)
=

1

2
(hvσ

,vσ − h,v
,v − hρσ

,σ) +
1

2
ηµvhµσ,v

σ

=
1

2
(hvσ

vσ − h,ν
,ν − hρ

σ) +
1

2
hµσµσ

= hvσ
vσ − hµ

µν .

(55)

从而

Gαβ =
1

2

(
hµβµ,α + hµαµ,β − hµαβ,µ − hαβ

)
− 1

2
ηαβ [hvo

νσ − hµ
µ]

=
1

2

(
h̄µβµα + h̄µαµ,β − h̄µαβ,µ + h̄αβ −

1

2

{
ηβµh̄

µ
α + ηαµh̄

µ
β − ηαβh̄

µ
α

})
− 1

2
ηαββ

[
h̄vo

vvσ − 1

2
ηvσh̄vσ + h̄µµ

]
= −1

2

[
h̄µαβ,µ + ηαβh̄

µν
µν − h̄µαµ,β − h̄µβµ,α

]
h̄µν

,ν=0
====== −1

2
h̄µαβ,µ = 8πGTµν ,

(56)

即

□h̄αβ = −16πGTαβ. (57)

Exercise 12 :
若将 Rg = 2GM 称为质量为M 的黑洞的引力半径,在 r = 10Rg 处的观察者收到发自

静止于 r = 5Rg 处的光源发出的光.试求接收到的光的频率和发出时的频率的比值 (r为径
向坐标).

解:

ωo

ωs

=

√√√√√√√1− 2Gm

rs

1− 2Gm

ro

ro=10Rg
=======
rs=5Rg

√√√√√√√
1− 2Gm

5Rg

1− Gm

5Rg

Rg=2GM
=======

2
√
2

3
. (58)
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Exercise 13 :
对于施瓦西黑洞：

ds2 = −f(r)dt2 + dr2
f(r)

+ r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
其中，

f(r) = 1− 2M

r
.

计算其总质量,并验证对任意给定的视界外的体积 V (r = Constant),得到的结果相同。
解:设 nµ = (f(r)−1/2, 0, 0, 0), σµ = (0, f(r)1/2, 0, 0)分别为超曲面 Σ与 ∂Σ的单位法矢

量,则有 nµ = (−f (r)1/2, 0, 0, 0), σµ = (0, f(r)−1/2, 0, 0)，所以有

nµσν∇µξν = −∇tξr = −gtt∇tξ
r = −gtt(∂tξr + Γt

tµξ
µ)

= −gttΓr
tt =

(
1− 2M

r

)−1
M

r2

(
1− 2M

r

)
=
M

r2
,

(59)

从而史瓦西黑洞的 Komar质量为

Mk =
1

4π

∫
∂Σ

dAnµσν∇µξν

=
1

4π

∫
dθdϕr2 sin θM

r2

=
M

4π

∫ π

0

sin θdθ
∫ 2π

0

dϕ =M.

(60)

上述计算并不依赖于 r,因此对任意给定的视界外的体积 V (r = Constant),得到的结果相
同.

Exercise 14 :
对于 AdS时空,证明未来类时测地线在有限固有时内无法到达边界 (J )。(注：考虑静

态坐标系中沿径向运动的粒子)

证明. Ads时空沿着径向的线元为

(ds∗)2 = −
(
1 + l−2r2

)
dt2 +

(
1 + l−2r2

)−1 dr2, (61)

类时测地线要求

gµν
dxµ
dτ

dxν
dτ = −

(
1 + r−2r2

)( dt
dτ

)2

+
(
1 + l−2r2

)−1
(
dr
dr

)2

= −1. (62)
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所以有守恒量

E = −gµv
(
∂

∂t

)µ(
∂

∂r

)v

= −
[
−
(
1 + l−2r2

)]( dt
dr

)
=
(
1 + l−2r2

) dt
dr , (63)

代入式 62,得到如下的微分方程 (
dr
dr

)2

+ l−2r2 = E2 − 1, (64)

其通解为

r(τ) =
l
√
E2 − 1| tan(τ/l)|√
1+ | tan(τ/l)]2

= l
√
E2 − 1| sin(τ/C)| τ→∞

=====≤ l
√
E2 − 1|, (65)

其中 C 为积分常数.可见,径向坐标 r(τ)在 τ → ∞时是有界的,这就证明了未来类时测地
线在有限固有时内无法到达边界.
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