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一份 (不怎么严谨的) 高等量子力学习题解答
Collapsar

2024 年 12 月 23 日

Problem 1
试阐述本课程所讲授的狄拉克量子力学四大公理与三大数学操作规则, 其中每项必须给出两种

情形下的关键公式 (各 6 分, 共 42 分)

• 量子力学四大公理

1. 重叠原理：任何量子态都是其他两个或者多个量子态重叠后产生的; 任何两个或者多个量
子态叠加起来的结果产生一个新的量子态. 即 ∀c1, c2 ∈ C 有

c1 |A⟩+ c2 |B⟩ = |C⟩ , (1)

c1 ⟨A|+ c2 ⟨B| = ⟨C| , (2)

⟨A|B⟩ = ⟨B|A⟩∗, ⟨A|A⟩ ≥ 0. (3)

2. 测量原理：量子系统的每次测量值必定为厄米算子的本征值, 相应的本征矢量对应的量
子态就是测量时和测量后量子体系的本征态. 对算子 α̂, 设相应的本征值为 α, 本征矢为
|α⟩, 则有本征方程:

α̂ |α⟩ = α |α⟩ . (4)

厄米算子的本征值为实数, 而且厄米算子对应于不同本征值的本征矢量彼此正交. 设厄米
算子的两个本征值为 h1, h2, 且 h1 ̸= h2, 则 ⟨h2 | h1⟩ = 0.

3. 狄拉克正则量子化条件:
[x̂, p̂] = ih̄. (5)

不确定关系: 对于两个厄米算子 (即可观测量算子)û 和 v̂, 存在不等式〈
(∆û)2

〉 〈
(∆v̂)2

〉
≥ 1

4
|⟨[û, v̂]⟩|2 ⇒ ∆x∆p ≥ h̄

2
(6)

4. 薛定谔方程:
ih̄
∂

∂t
Ψ(r, t) = ĤΨ(r, t), (7)

海森堡运动方程

ih̄
dÂ(t)

dt = [Â(t), Ĥ]. (8)

• 量子力学三大数学操作

1. 表象 (表示): 用厄米算子 α̂ 的本征矢量集 {|αi⟩} 做量子态所对应的矢量空间的基矢组,
把抽象的矢量、算子与操作都用数字表达出来, 叫作矢量和算子的一种 α 表示. 对于离散
谱有正交归一性和完备性关系:

⟨αi | αj⟩ = δij ,∑
i

|αi⟩ ⟨αi| = 1.
(9)
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对于连续谱则有
⟨α(x) |α(y)⟩ = δ(x− y),∫

dx |α(x)⟩ ⟨α(x)| = 1.
(10)

右矢量、左矢量、内积和线性算子的表示为

|A⟩ =
∞∑

n=1

|n⟩ ⟨n | A⟩ =
∞∑

n=1

an|n⟩,

⟨A| =
∞∑

n=1

⟨A | n⟩⟨n| =
∞∑

n=1

a∗n⟨n|,

⟨A | B⟩ =
∞∑

n=1

⟨A | n⟩⟨n | B⟩ =
∞∑

n=1

a∗nbn,

α̂ =
∑
n,m

|n⟩⟨n|α̂|m⟩⟨m|.

(11)

2. 自旋沿任意方向的的变换

Û |σ̂z,+⟩ = |σ̂n,+⟩ , Û |σ̂z,−⟩ = |σ̂n,−⟩ , (12)

其中 Û(−→n ,ϕ) = exp
(
−
ˆ⃗σ · n⃗ϕ
2

)
.

幺正表换:
Û ŜZÛ

† =
ˆ⃗S · n⃗. (13)

3. 设线性算子 T̂ (t, t0) = exp
(
Ĥ(t− t0)

ih̄

)
, 则有薛定谔影像:

|A, t⟩S = T̂ (t, t0) |A, t0⟩ ,

α̂S(t) = α̂(t0).
(14)

海森堡影像:

|A, t⟩H = T̂−1 (t, t0) |A, t⟩S = |A, t0⟩ = |A⟩ ,

α̂H(t) = T̂−1 (t, t0) α̂S(t)T̂ (t, t0) = T̂−1 (t, t0) α̂(t)T̂ (t, t0) .
(15)

Problem 2
试采用狄拉克梯子算子推导论证出决定谐振子基态的方程式 (10 分) 并求出谐振子基态波函

数 (5 分)

狄拉克升降算子的定义为:

â =
1√
2

[
p̂√
mh̄ω

− i

√
mω

h̄
x̂

]
, â† =

1√
2

[
p̂√
mh̄ω

+ i

√
mω

h̄
x̂

]
, (16)

满足如下的对易关系： [
â, â†

]
= Î , [â, â] =

[
â†, â†

]
= 0. (17)

于是谐振子的哈密顿量可以表示为

Ĥ =

[
â†â+

1

2

]
h̄ω =

[
N̂ +

1

2

]
h̄ω, (18)
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其中 N̂ = â†â 为厄米算符, 满足 [N̂ , â] = −â,
[
N̂ , â†

]
= â†. 设 N̂ |n⟩ = n|n⟩, ⟨n | n⟩ = 1, 有

n = n⟨n | n⟩ = ⟨n|N̂ |n⟩ = ⟨n|â†â|n⟩ = |â|n
〉
|2 ⇒ n ≥ 0. (19)

一维量子力学体系的束缚态能级不简并. 所以以上两式的成立意味着:

â|n⟩ = λ(n)|n− 1⟩, â†|n⟩ = ν(n)|n+ 1⟩. (20)

设 N̂ 的本征态矢均满足归一化条件，如此即有：

|λ(n)|2 = [λ(n)∗⟨n− 1|] · [λ(n)|n− 1⟩]

= ⟨n|â†a|n⟩

= ⟨n|N̂ |n⟩

= n⇒ λ(n) =
√
n,

|ν(n)|2 = [ν(n)∗⟨n+ 1|] · [ν(n)|n+ 1⟩]

= ⟨n|aâ†|n⟩

= ⟨n|(N̂ + Î)|n⟩

= n+ 1 ⇒ ν(n) =
√
n+ 1.

(21)

所以,
â|n⟩ =

√
n|n− 1⟩, â†|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩. (22)

由于 N̂ 的本征值非负, 上述通过降算符作用获取 N̂ 属于较低本征值的本征态矢量的过程不可能无

限制的持续下去. N̂ 必定存在着最小的本征值 nG, 其对应的本征态 |nG⟩ 使得降算符的作用终止:

â |nG⟩ = 0 ⇒ nG = 0. (23)

â |0⟩ = 0 ⇒ 0 = ⟨x|â|0⟩ = 1√
2
⟨x|
[

p̂√
mh̄ω

− i

√
mω

h̄
x̂

]
|0⟩, (24)

利用位置算符本征矢量系的完备性关系 ∫ +∞

−∞
dx|x⟩⟨x| = 1, (25)

可以把基态波函数满足的方程重新表达为:

0 = ⟨x|
[

p̂√
mh̄ω

− i

√
mω

h̄
x̂

]
|0⟩

=

∫ +∞

−∞
dy⟨x|

[
p̂√
mh̄ω

− i

√
mω

h̄
x̂

]
|y⟩⟨y | 0⟩

=
1√
mh̄ω

∫ +∞

−∞
dy⟨x|p̂|y⟩ψ0(y)− i

√
mω

h̄

∫ +∞

−∞
dy⟨x|x̂|y⟩ψ0(y),

(26)

因为

⟨x|p̂|y⟩ = −ih̄ ∂
∂x
δ(x− y), ⟨x|x̂|y⟩ = xδ(x− y), (27)

所以上述方程最终化为如下一阶常微分方程：

ψ′
0(x) + α2xψ0(x) = 0, α =

√
mω

h̄
, (28)
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其解为:
ψ0(x) = N e−

1
2α

2x2

, (29)

基态波函数的归一化条件

1 =

∫ +∞

−∞
dx ∥ψ0(x)∥2 = ∥N∥2

∫ +∞

−∞
dxe−α2x2

= ∥N∥2
√
π

α
, (30)

允许我们把归一化常数 N 选择为:

N =

√
α√
π
⇒ ψ0(x) =

√
α√
π
e−

1
2α

2x2

. (31)

Problem 3
试求无外场狄拉克方程在任意动量方向的旋量平面波解.(15 分)

狄拉克方程式如下：

ih̄
∂ψ

∂t
=

[
c

(
0 σ̂

σ̂ 0

)
·
(
h̄

i
ˆ⃗∇
)
+

(
1̂ 0

0 −1̂

)
m0c

2

]
ψ, (32)

原式中均为 4× 4 的分块矩阵，将其合并得到：(
m0c

2 cσ̂ · p⃗
cσ̂ · p⃗ −m0c

2

)(
φ

χ

)
= E

(
φ

χ

)
, (33)

能量本征值的表达式为

det
(
m0c

2 − E cσ⃗ · p⃗
cσ⃗ · p⃗ −m0c

2 − E

)
= E2 −m2

0c
4 − (cσ⃗ · p⃗)2 = 2(E2 − 2m2

0c
4 − 2c2p2)2 = 0, (34)

即 E2 = c2p2 +m2
0c

4. 代入久期方程, 先得出正能解：(
m0c

2 σcp

σcp −m0c
2

)(
a+σ

b+σ

)
= Ep

(
a+σ

b+σ

)
, (35)

得 b+σ = σa+σ
cp

Ep +m0c2
. 由归一化条件：

(φ+∗
σ , χ+∗

σ )

(
φ+
σ

χ+
σ

)
=
(
⟨n⃗, σ|a+∗

σ , ⟨n⃗, σ|b+∗
σ

)(a+σ |⃗n, σ⟩
b+σ |⃗n, σ⟩

)
(36)

= |a+σ |2 + |b+σ |2 = 1, (37)

得到决定本征态的分块系数公式：

|a+σ |2 +
(
σa+σ

cp

Ep +m0c2

)2

= 1, (38)

取 a+σ =
√

Ep+m0c2

2Ep
, 可得正能解和负能解分别为：(

φ+
σ

χ+
σ

)
=

√
Ep +m0c2

2Ep

 |⃗n, σ⟩
σcp

Ep +m
0
c2
|⃗n, σ⟩

 , (39)

(
φ−
σ

χ−
σ

)
=

√
Ep +m0c2

2Ep

 −σcp
Ep +m0c2

|⃗n, σ⟩

|⃗n, σ⟩

 . (40)
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Problem 4
试计算弹性散射问题中所用的三维零级推迟格林函数（8 分）并由零级定态的正交归一性导出推迟
散射态的正交归一关系（7 分）.

(1) 对于三维零级推迟格林函数的计算如下：

G0(⃗x, x⃗
′
; z) = (2πh̄)−3

∫
dp⃗ ei⃗p·(⃗x−x⃗

′
)/h̄

−|E| − p2

2m

= − 2m

(2πh̄)
3

∫ ∞

0

p2dp

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθ e
ip|⃗x−x⃗′| cos θ/⃗x

p2 + p20

=
2m2π

(2πh̄)
3

h̄

i|⃗x − x⃗′|

∫ ∞

0

pdp
e−ip|⃗x−x⃗′|/⃗x − eip|⃗x−x⃗′|/⃗x

p2 + p20

= − 2m2π

(2πh̄)
3

h̄

i|⃗x − x⃗′|

∫ ∞

−∞
pdp

eip|⃗x−x⃗′|/h̄

p2 + p20

= − 2m2π

(2πh̄)
3

h̄

i|⃗x − x⃗′ |
2πi

[
peip|⃗x−x⃗

′
|/h̄

p2 + p20
(p− ip0)

]
p=ip0

= − m

2πh̄2
e−p0 |⃗x−x⃗′|/h̄

|⃗x − x⃗′|

(41)

(2) 对右矢量进行展开得：

|ψ(±)
a ⟩ = 1

Ea − Ĥ ± iη

(
Ea − Ĥ0 − V̂ ± iη + V̂

)
|ϕa⟩

= |ϕa⟩+
1

Ea − Ĥ ± iη
V̂ |ϕa⟩

= |ϕa⟩+ Ĝ(±)(Ea)V̂ |ϕa⟩

(42)

代入两个零级态矢量计算正交性得：

⟨ψ(+)
a |ψ(+)

b ⟩

= ⟨ψ(+)
a |

[
|ϕb⟩+ Ĝ(+)(Eb)V̂ |ϕb⟩

]
= ⟨ψ(+)

a |ϕb⟩+ ⟨ψ(+)
a |Ĝ(+)(Eb)V̂ |ϕb⟩

(43)

第一项中左矢量的展开方程为：

⟨ψ(±)
a | = ⟨ϕa|+ ⟨ψ(±)

a |V̂ †
[
Ĝ

(±)
0 (Ea)

]†
= ⟨ϕa|+ ⟨ψ(±)

a |V̂ Ĝ(∓)
0 (Ea)

(44)

代入计算得：

⟨ψ(+)
a |ψ(+)

b ⟩

= ⟨ψ(+)
a |

[
|ϕb⟩+ Ĝ(+)(Eb)V̂ |ϕb⟩

]
= ⟨ϕa|ϕb⟩+ ⟨ψ(±)

a |V̂ Ĝ(−)
0 (Ea)|ϕb⟩+ ⟨ψ(±)

a |Ĝ(+)(Eb)V̂ |ϕb⟩

= ⟨ϕa|ϕb⟩+
(

1

Ea − Eb − iη
+

1

Eb − Ea + iη

)
⟨ψ(±)

a |V̂ |ϕb⟩

= ⟨ϕa|ϕb⟩

(45)
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Problem 5
试用二次量子化方法求出玻色分布 (8 分), 并用幺正变换求出相互作用玻色子系统的超流基态 (5
分).

(1) 对于统计分布下的哈密顿量与粒子数量的算符表示如下：

Ĥ =
∑
l

ϵlâ
†
l âl, N̂ =

∑
l

â†l âl. (46)

对于量子统计分布的表示为

⟨â†l âl⟩ =
1

Z
Tr
[
e−β(Ĥ−µN̂)â†l âl

]
. (47)

定义 ϵ̃l = ϵl − µ, 则:

H̃ = Ĥ − µN̂ =
∑
l

ϵ̃lâ
†
l âl,

Z = Tr
(
e−βH̃

)
=
∑
i

⟨i|e−βH̃ |i⟩
(48)

于是便有

|i⟩ = −|n1, n2, . . . , nm, . . . ⟩

Z =
?∑

n1=0

?∑
n2=0

· · ·
?∑

n∞=0

e−β
∑

m ϵ̃mnm

=
?∑

n1=0

?∑
n2=0

· · ·
?∑

n∞=0

∏
m

e−βϵ̃mnm

=
∏
m

2∑
nm=0

e−βϵ̃mnm ,

(49)

则对于玻色爱因斯坦分布：

⟨â†l âl⟩ =
∑∞

nl=0 nle
−βϵ̃lnl∑∞

nl=0 e
−βϵ̃lnl

=
1

(−β)
∂

∂ϵ̃l
ln

∞∑
nl=0

e−βϵ̃lnl

=
1

(−β)
∂

∂ϵ̃l
ln 1

1− e−βϵ̃l

=
1

(−β)
(−1)2(−β)e−βϵ̃l

1− e−βϵ̃l
=

1

eβϵ̃l − 1

(50)

(2) 超流基态满足的本征方程式为：

Ĥ|Bogoliubov⟩ = E0|Bogoliubov⟩, (51)

决定基态的方程式为：

α̂p̸⃗=0|Bogoliubov⟩ = 0, (52)
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进行幺正变换得：

âp⃗ = b̂p⃗ cosh θp⃗ + b̂†−p⃗ sinh θp⃗ = eiŜ b̂p⃗e
−iŜ ,

α̂†
−p⃗ = b̂p⃗ sinh θp⃗ + b̂†−p⃗ cosh θp⃗ = eiŜ b̂†−p⃗e

−iŜ .
(53)

只要取：

Ŝ =
i

2

∑
p̸⃗=0

θp⃗(b̂
†
p⃗b̂

†
−p⃗ − b̂−p⃗b̂p⃗), (54)

因此：

|Bogoliubov⟩ = eiŜ |BEC⟩ =
∏
p⃗ ̸=0

exp
[
1

2
θp⃗

(
b̂−p⃗b̂p⃗ − b̂†p⃗b̂

†
−p⃗

)]
|BEC⟩. (55)
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